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Resume. — On prouve que la construction bar d'une algebre E^ forme une algebre E^. 
Plus precisement, on montre que la construction bar d'une algebre sur l'operade des surjections 
possede une structure d'algebre de Hopf sur l'operade de Barratt-Eccles. (L'operade des surjections 
et l'operade de Barratt-Eccles sont des operades E^ classiques.) 

The bar construction of an algebra as an E-infinite Hopf algebra 

Abstract. — We prove that the bar construction of an Eoo algebra forms an Eoo algebra. 
To be more precise, we provide the bar construction of an algebra over the surjection operad with 
the structure of a Hopf algebra over the Barratt-Eccles operad. (The surjection operad and the 
Barratt-Eccles operad are classical Eoc operads.) 

Abridged English Version 

We fix a ground field F of characteristic 2. We let S r , r £ N, denote the sequence of symmetric 
groups. We consider operads in the category dg FMod of differential graded modules over F (for 
short dg-modules). 

We denote the operad of associative and commutative algebras by the letter C. We recall 
that an E^ operad consists of a dg-operad T quasi- isomorphic to C and whose components !F(r) , 
r £ N, are projective complexes of E r -modules. The category of algebras over a fixed i? m operad 
jFAlg is equipped with the structure of a semi- model category (c/. [7]). The purpose of this note 
is to make explicit a model of the suspension of an algebra in TA\g. 

This model is given by the classical bar construction of associative algebras B(A). More 
specifically, the bar construction of an associative and commutative algebra is equipped with the 
shuffle product and forms an associative and commutative algebra. We extend this construction to 
the context of Eoo algebras by introducing particular E^ operads. Namely: the surjection operad 
X and the Barratt-Eccles operad £. 

The components X(2) and £(2) of these operads are both isomorphic to the classical free 
resolution of the trivial representation of £2- To be more explicit, we have homogeneous elements 9d 
such that £(2)d = X(2)d = F[Sa] -0d- In addition, the differential of the dg-modules 5(2)* = A(2)» 
verifies the formula S(9d) = Od—i + T ■ @d— ii where t denotes the transposition of £2- For a given 
A-algebra A, the operation 0d ■ A® A — > A associated to 9d G A (2) is also denoted by a\ ^d 
0-2 = 0tj( a i>°2)< 111 fact; the element 60 £ A(2) satisfies the relation 9q(9q,1) = 9 (l,9o) in the 
surjection operad. Accordingly, the product ^0 i s associative in A. Similarly, the product -—d gives 
rise to the boundary relation a\ ^d—i 02 + ^2 ^d—i °i = ^( a i ~~^d &2) + <$(ai) ~~^d »2 + ai '—'d &{o>'i)i 
because we have S(6d) = 0d-i + T 1 8d-i m the surjection operad. 

The work of Baues (cf. [1]) proves that the bar construction of an A^-algebra is equipped 
with an associative product. There is also a sequence of products ^d- B(A) ® B(A) — > B(A) 
defined by Kadeishvili in the article [5] and that verify the boundary relation above. We generalize 
Kadeishvili's construction and we obtain the following theorem: 



1 



Theorem A 

Let A be an algebra over the surjection operad X. The bar construction B(A) is equipped 
with the structure of a Hopf algebra over the Barratt-Eccles operad £ such that the operation 
6d ■ B(A) (g) B(A) — > B(A) associated to the element 9d G £(2)d agrees with Kadeishvili's product 
w d. The bar construction B(A) together with this structure forms a cogroup object in the homotopy 
category of £- algebras and is equivalent to the suspension of A. 

We define an operad morphism TR : £ — > X in [2] and [3] . This morphism gives any algebra 
over X the structure of an algebra over £ . Therefore, it makes sense to consider the suspension of 
an A'-algebra in the category of f-algebras. 

The normalized cochain complex of a simplicial set A — N*{X) is equipped with the structure 
of an algebra over the surjection operad X (cf. [3], [9]). Moreover, according to a general result 
of Mandell (cf. [7]), this structure determines the 2-adic homotopy type of X (since we consider 
cochains with F — F 2 coefficients). One proves that the suspension of N*(X) in the homotopy 
category of £ -algebras is equivalent to N*(£IX), the cochain algebra of the loop space of X (cf. 
[4], [7]). Consequently: 

Theorem B 

We assume that X is a pointed connected simplicial set such that m (X) is a finite 2-group and 
H*(X,F2) is a finite dimensional F 2 -module for all * G N. If A = N*(X), the cochain algebra of 
X, then, in the homotopy category of £- algebras, the bar construction B(N*(X)) is equivalent to 
N*(QX), the cochain algebra of the loop space of X . 

The works of Smirnov (cf. [10]), Justin R. Smith (cf. [11]) and Kadeishvili-Saneblidze (cf. 
[6]) predict the existence of an structure on the bar construction B(N*(X)). Our theorems 
make this structure explicit. 



On fixe un corps de base F de caracteristique 2. On considere des operades dans la categoric 
dgYMod des modules differentiels gradues sur F (en abreges dg-modules). On note E r , r G N, la 
suite des groupes de permutations. 

§1. Resultats 

L'operade associee aux algebres associatives et commutatives est designee par la lettrc C. On 
rappelle qu'une operade est une dg-operade T quasi-isomorphe a C et dont les composantes 
T(r), r G N, forment des complexes projectifs de S r -modulcs. La categorie d'algebres associee a 
une telle operade JFAlg possede une semi-structure modele naturelle (cf. [7]). Le but de cette 
note est de donner un modele explicite de la suspension d'une algebre dans .FAlg. 

Ce modele est fourni par la construction bar classique des algebres associatives B(A). Plus 
specifiquement, on sait que le produit shuffle donne a la construction bar d'une algebre commu- 
tative la structure d'une algebre commutative. On etend cette construction au cadre des algebres 
Eoo en introduisant des operades E^ particulieres qui sont V operade des surjections X et V operade 
de Barratt-Eccles £. 

Les composantes X(2) et £(2) de ces operades sont isomorphes a la resolution libre classique 
de la representation triviale de S 2 . Plus explicitement, on a une suite d'elements homogenes 9d 
tels que £(2) d = X(2) d = F[E 2 ] • 9 d . En outre, la diffcrentielle des dg-modules £(2)* = X(2) if 
verifie la formule 8(64) = Qd-\ + t ■ Od-i, cn notant r la transposition de S 2 . Si A est une X- 
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algebre, alors Poperation 9d : A <g> A — > A associee a l'element 64 G X(2)d est egalement notee 
«i w d a-2 = Od(ai,a 2 ). En fait, l'element 6q satisfait la relation 9q(9o, 1) = #o(l ; #o) dans l'operade 
des surjections. Le produit correspondant w est done associatif sur A. De meme, comme 9 d a 
pour differentielle S(9d) = 9d-i + t ■ 9d-i, le produit superieur ^d donne lieu a la relation de bord 
ai —d-i a 2 + a 2 d -i 01 = <K<ii — d a 2 ) + 6(ai) ^d a 2 + 01 <Ka 2 )- 

Les travaux de Baues (c/. [1]) montrent que la construction bar d'une A'-algebre B(A) 
possede une structure d'algebre associative. On a aussi une suite de produits —'d'- B(A) ®B(A) — ► 
B(A) (verifiant la relation de bord ci-dessus) que Kadeishvili definit de fagon cxplicite dans 
Particle [5]. On etend la construction de Kadeishvili pour associer une operation sur la con- 
struction bar a tout clement de l'operade de Barratt-Eccles £ . On obtient ainsi le thcoreme 
suivant : 

Theoreme A 

Si A est une algebre sur l'operade des surjections X, alors la construction bar B(A) possede 
une structure naturelle d'algebre de Hopf sur l'operade de Barratt-Eccles £ telle que I' operation 
9d ■ B(A)®B{A) — ► B(A) associee a l'element 8d & £(2)d est le produit ^d defini par Kadeishvili. 
Quand elle est munie de cette structure, la construction bar B{A) definit un objet en cogroupe dans 
la categorie homotopique des £-algebres et est equivalente a la suspension de A. 

On definit un morphisme d'operades TR : £ — > X dans les articles [2] ct [3] . Ce morphismc 
fait de toute algebre sur X une algebre sur £ par restriction de structure. C'est pourquoi on peut 
parler de la suspension d'une A"-algebre dans la categorie des £-algebres. 

On sait que le complexe des cochaines normalisees d'un ensemble simplicial A — N*(X) 
possede une structure naturelle d'algebre sur l'operade des surjections X (cf. [3], [9]). De 
plus, d'apres un resultat general de Mandcll (cf. [7]), cette structure sufHt a determiner le type 
d'homotopie 2-adique de X (quand on prend F = F2 comme corps de coefficients). On montre que 
la suspension de N*(X) dans la categorie homotopique des f-algebres est equivalente a N*(QX), 
Palgebre des cochaines de Pespace des lacets de X (cf. [4], [7]). En consequence : 

Theoreme B 

On suppose que X est un ensemble simplicial pointe connexe dont la cohomologie H*(X,F 2 ) 
est finie en tout degre et tel que ni(X) forme un 2-groupe fini. Si A = N*(X), I'algebre des 
cochaines de X, alors la construction bar B(N*(X)) est equivalente dans la categorie homotopique 
des £-algebres a N*(£LX), I'algebre des cochaines de I'espace des lacets de X. 

L'existence d'une structure Eqc sur la construction bar B(N*(X)) est assuree par les travaux 
de Smirnov (cf. [10]), de Justin R. Smith (cf. [11]) et de Kadeishvili-Saneblidze (cf. [6]). Nos 
theoremes rendent une telle structure explicite. Le but de la seconde partie de cette note est de 
definir Poperation w : B(A)® r — > B(A) associee a un element w € £ (r). La demonstration du 
theoreme A sera publiee ulterieurement. 

§2. Construction des operations sur la construction bar 

On reprend les conventions classiques classique du calcul differentiel gradue. Un dg-module V 
est gradue inferieurement V — V* ou superieurement V = V* , la relation V d = V~ d rendant une 
graduation inferieure equivalente a une graduation superieure. La differentielle d'un dg-module est 
generalement notee 5 : V* — > K-i- 

1) Rappels sur l'operade de Barratt-Eccles et l'operade des surjections 

On reprend les conventions des articles [2] et [3] . On rappelle que l'operade de Barratt-Eccles 
£ est definie par la construction bar homogene normalisee des groupes symetriques E r . Explicite- 
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ment, lc module £(r) est engendre en degre d par les d + 1-uplets non-degeneres de permutations 
(wo, ■ • • , Wd) G £ r x • • • x S r . Un simplcxc w = (wq, . . . , Wd) est degenere (et represente dans 
£{r)d) si on a w i+ i — Wi pour quelque i G {0, . . . ,d—l}. Ainsi, l'element 9d G £(2)d correspondant 
au produit w d est represente par le simplexe alternant 0d = (id,T,id,T, . . .). La differentielle de 
£(r) est dermic par la formule classique 5{wq, . . . , Wd) — ^=0(^0, ■ ■ ■ ' ^> ■ ■ ■ ' Wd )- 

Les composantes X(r)d de l'operade des surjections X sont engendrees par les surjections 
non-degenerees u : {1, . . . ,r + d} — > {1, . . . , r}, une surjection u etant degeneree si u(i + 1) = u(i) 
pour quelque i S {1, . . . , r + d — 1} (auquel cas, on suppose que u represente dans X(r)a). Une 
surjection u G X(r)d est determinee par la suite de ses valeurs u = (u(l), . . . , u(r + d)). 

On definit dans Particle [3] une certaine decomposition de u en sous-suites u^, . . . ,u d (ce 
sont les lignes de V arrangement en table de u G X(r)d). Pour caracteriser cette decomposition, 
on specifie les termes de u qui definissent les derniers elements de u , . . . ,Ud-i (l° s cesures de la 
surjection u) : ce sont les termes de u qui ne torment pas la derniere occurrence d'unc valeur 
k = 1, . . . , r dans la suite u. Par exemple, pour u = (1, 4, 2, 5, 3, 2, 3), on obtient : 

u= (1,4,2; 5,3; 2,3) 




(les cesures sont soulignees dans la suite initiale). 

2) Rappels sur la construction bar 

La cogebre tensorielle engendree par un dg-module V, notee T C (V), est formee par le mod- 
ule T C (V) = 0^° =O U®" muni de la diagonale A : T C (V) -> T C (V) ® T c (l/) definie par la 
deconcatenation des tenseurs. On obtient ainsi une structure de cogebre associative. 

On suppose que A est une algebrc augmcntec sur l'operade des surjections X. On note A l'ideal 
d'augmentation de A. On considere la suspension de A (dans la categorie des dg-modules) dont 
les composantes homogenes sont definies par la relation (EA)* = A* +1 . La construction bar B(A) 
est definie par la cogebre tensorielle B(A) — T c (YjA) munie d'une differentielle b' : B(A) —> B(A) 
qui est determinee par le produit associatif de A associe a l'operation 9 G X{2). Explicitement, 
cette differentielle b' : B{A) — > B(A) est donnee par la formule 

n-l 

&'(£ai ® ■ ■ ■ ® Sa„) = Sai ® • • • <g> E(oj <H+i) ® • • • ® Ea„. 
»=i 

Dans le prochain paragraphc, on associe a tout clement w G £{r) une application w : 
T c (Y,A)® r -> A. On etend cette application en une operation w_ : T c (Si)® r T(SA) (sur 
la construction bar) en utilisant la structure de cogebre de T C (Y>A). On rappelle que l'operade 
de Barratt-Eccles est munie d'une diagonale coassociative A : £{r) — ► £{r) ® £{r) comme la 
cogebre tensorielle. (En consequence, les modules £(r) forment une operade dans la categorie des 
cogebres ; on dit aussi que l'operade de Barratt-Eccles £ est une operade de Hopf). On note 
A n (w) — J2i w \i) ® ' ' ' ® w \ n ) ^ a diagonale iteree de l'element w G £{r) dans £(r)® n . On pose 
explicitement 

W(C U . . . , Cr) = S W( 1} (C 4 1(1) , . . . , 4 (1) ) (8) • • • <g> Y.w\ n) {c\ (n) , . . . , C l r{n) ), 

en notant 

A"(c fc ) = 4(i) »•■■«) 4 (n) G T c (XM)® n , 

les diagonales iterees des tenseurs ci, . . . , c r G T c (Syl). On montre que cette construction donne a 
la construction bar B(A) = T C (Y,A) une structure de f-algcbre. (On obtient en fait une f-algebre 
dans la categorie des dg-cogebres ; c'est pourquoi on dit que B{A) forme une algebre de Hopf sur 
£). 
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3) Construction des operations sur la construction bar 

On definit l'application w : T C {Y>A) ® • • • ® T C (T,A) — ► A associee a un simplexc w — 
(wo, ■ ■ ■ ,Wd) G £(r)d- Cette application est donnee sur chaque composante (SA)®" 1 ® • • • <g) 
(Si)®™- c T c (Si) 18) • • • <g> T C (XL4) par une sommc d'operations u : A® ni ® ■ • ■ <g> A®"- -> A 
associees a des surjections u G X(n\ + • • • + n r ) admissibles par rapport a w. 

Dans le contexte de cette construction, il est naturel de representer une surjection u G X(n\ + 
■ ■ -+n r ) par une application a valours dans l'ensemble M = {li, 2i, . . . , (ni)i, . . . , l r , 2 r , . . . , (n r ) r } 
constitue de r intervalles d'entiers. On note que chaque permutation Wi dew — (u> , . . . , Wd) definit 
un ordre sur les intervalles de l'ensemble M. Explicitcmcnt, si on se donne k s , It € M avec s/f, 
alors on ecrit k s < Wi l t quand le couple (s, t) constitue une sous-suite de w_i — (wi(l), . . . ,Wi(r)). 
On a par exemple 

fci <(1,3,2) m 3 <(1,3,2) h, 

quelque soicnt fci E {li,2 1 , (ni)i}, l 2 G {1 2 , 2 2 , . . . , ("2)2} et m 3 e {1 3 , 2 3 , . . . , (n 3 ) 3 }. 

Une surjection u est admissible par rapport a w quand on peut repartir les lignes de l'arran- 
gement en table de u en d + 1 blocs 

u = u?, • • • , Ug , U^,u\, . . . , , • • • , Uq, uf , . . . , 



tout en respectant les proprietes caracteristiques suivantes. On considere la ligne de cet arrange- 
ment. On note (ki) Sl , . . . , (k m ) Sm les valeurs des cesures des lignes precedant m] dont l'occurrence 
finale n'apparait pas deja dans la table (au dessus de la ligne u*). On suppose que ces valeurs 
sont ordonnees selon l'ordre defini par la permutation Wi. On a explicitcmcnt (fci) Sl < Wi ■ ■ ■ < Wi 
{k m ) Sm . (On observera que, par construction, un nombre donne s G {1, . . . ,r} apparait toujours 
au plus une fois dans la suite si, . . . , s m .) Si j = (on suppose done que y?j est la premiere ligne 
du bloc m 1 ), alors on demande que la ligne u l j soit constituee par la suite = ((fci) Sl , . . . , (fc;) Si ), 
avec 1 < I < m. Sinon (si j > 0), on demande a avoir = ((fco) So , (ki) Sl , ■ ■ ■ , (h)si), le premier 
terme de cette ligne representant la premiere occurrence d'une valeur (ko) So G M dans la suite u 
et verifiant (ka) Sa < Wi (ki) Sl . On demande aussi que les valeurs k s G M associees a un nombre 
s G {1, . . . , r} fixe apparaissent dans l'ordre croissant k = 1, . . . , n s dans la suite u. 

On note bien que le premier element d'une ligne telle que j = 1, . . . , represente la premiere 
occurrence d'une valeur k s G M dans u. La propriete inverse caracterise done la premiere ligne 
d'un bloc de notre decomposition. 

4) Exemples 

On peut determiner facilement les surjections u G X(j> + q) qui sont admissibles par rapport 
aux operations 9d G S{2)d- Ainsi, pour 8 = (id) G £(2)o, les surjections admissibles sont de la 
forme 

u = { ^l2__, li, I2, 2i, 1 2 , 3i, 1 2 , ■ • • , Pi, I2 )• 

71° 71° 7/° 71° 71° 

Hi H2 H3 H4 — p+1 

On reconnait les elements de X(p+ 1) associes aux operations " braces" de Getzler-Kadeishvili (c/. 
[3], [8], [9]). Pour 6\ = (id,r) G £(2)i, on obtient les surjections de la forme 

( s _l2__, lj_J_2 , 2^12 , 3l^l2 , • • • , ft^, l2v£l , 2^pi , 32JD1 , . . . , g^Pi )• 

«? "2 H3 «S 3*2 + i «J 3*1 H2 

On reconnait les elements El introduits par Kadeishvili dans Particle [5]. 
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